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Propriedades do Processo de Poisson

Teorema 1

Seja (Xt)t>0 um processo crescente, continuo a direita, tal que
Xo =0. Seja 0 < A < co. S3o equivalentes:

a) (X¢) é um PP(X) (i.e., T; ~ Exp (A), i =1,2..., indep’s;

Yn=n, n>0).
b) (Xt) tem incrementos indep, e V h > 0, unif/e em t:
P(Xesp — Xe = 0) = 1 — Ah + o(h), (1)
P(Xernh — Xe = 1) = Ah+ o(h). (2)

c) (Xt) tem incrementos indep e estaciondrios e V t > 0
X: ~ Poisson(At).



Dem. do Teorema 1

(a = c) J& vimos
(c = b) X¢1p — X¢ ~ Poisson(\h), logo

P(Xerh — Xe = 0) = e, e (1) segue;

P(Xesn — Xe = 1) = Ahe™™h e (2) segue.
(c = a) A condigdo em c) determina as distribui¢des finito
dimensionais de (X;), e dai a distribui¢cdo do processo, em
particular a da cadeia de saltos e dos tempos de salto.

Como o PP(\) satisfaz c), entdo todo processo satisfazendo c)
deve satisfazer a).



Dem. do Teorema 1 (cont)

(b = c) Para x € N, seja px(t) = P(X¢ = x). Entdo
py(t+h) =320 P(Xepn = yIXe = x)px(t)
=2 %o P(Xern — Xe =y — x)px(t)

Logo,
Ah+o(h)

py(t+h) — py(t) = —(T— P(Xern — Xe = 0)) py (1)
FP(Xerh — Xe = 1) py_1(t) + o(h),
Ah+o(h)

e temos*
PL(E) = —Apy (£) + Apy_a(t), v = 1
(*) q Po(t) = =Apo(t);

*depois de fazer uma conta semelhante para h < 0



Solugdo de (x) —y >1

y=0: ph(t) =—=Apo(t), po(0) =1 = po(t) = e .
y =1 py(t) = =Apy(t) + Apy—1(t), py(0) =0,
que equivale a (e p,(t )/ =AeMp,_1(t),
A,_/ ———
Py (1) By—1(1)
i.e., ﬁ;,(t) = )\ﬁy_l(t), ﬁo(t) =1.
Fazendo p,(t) = p,—1(t/X), temos que

py(t) = By-1(t), Po(t) =1 = po(t) = &, e logo

() =P(Xe = y) = e MCE y e N



Teorema 2

Suponha que (X;) e (Y:) sejam PPs independentes com taxas A e

i, resp. (no mesmo espaco de probabilidade). Ent3o

Dem. 1) P(Zesh — Z; = 0) = P(Xerh — Xe = 0)B(Yeyn — Y; = 0)
= e Memrh — o= (Atmh — 1 (X4 p)h + o(h)
2) P(Zosh — Z = 1) = P(Xern — Xe = 1)B(Yipp — Ve = 0)
FP(Xewh — Xe = 0)P(Yeun — Ye = 1)
= [Ah+o(h)][1 — ph+ o(h)] + [1 — Ah + o(h)] [h + o(h)]
= (A4 p)h+ o(h)

Os incrementos de (Z;) sdo somas dos incrementos de (X;) e (Y;); logo,

sdo independentes.
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Teorema 3

Suponha (X;) ~ PP()). Fixados t > 0 e n € N, e dado que
Xt = n, entdo os tempos de salto

(51,...,5n) ~ (U%"), ce U,(,")), as estatisticas de ordem

das va's iid (Ui, ..., U,) com distribuicdo uniforme em (0, t).

Dem. Temos de Ty, Tp,... iid ~ Exp()\) que

_ 1,-As,
le,...,T,,H(tl, ) tn+1) = \"tlem Ao Il{0<sl<~~<s,,+1<oo}v (3)
onde sy = t; +---ty, k > 1.

Segue que fs, . s,.,(51,-..,Sn+1) também é igual ao I.d. (3).



Dem. do Teorema 3 (cont)

Logo, dado um (hiper)retdngulo R de R":

P((S1,...,S,) e R, Xy =n)=P((S51,...,5,) R, S, < t < Sp41)

_)\"/( | Rdsl"-ds,,(/ dspi1Ae ) Ligg cocs, <t}
S1,...,5n)€ t

AL )
= ( n|) et /( - n! F ]]'{0<51<"~<5n<t} ds, -+ - ds,
——— S1;-55n) €

P(X¢=n) funcdo densidade de prob das estatisticas ordem de (Uy, . . ., Up)



Exemplo
Num sistema financeiro, um ativo vale R$ 1 no tempo 0, e o investidor
que chegar ao sistema no tempo s > 0 paga um preco descontado pela
inflacio de R$ e~?%, onde 3 > 0 é a taxa de inflac3o.
Suponha que a chegada de investidores ao sistema se dé segundo um
processso de Poisson de taxa A > 0.
Ache o valor esperado do total coletado no tempo t > 0 fixado.

Solucdo: Usando a notacdo do Teo 3, o total coletado até o tempo t
vale 71 := Z,X;l e P5 se X, >0, e1 =0, se X; =0; entdo

n

E(r;) = ZE(Z e—ﬁsf’xt = n) P(X, = n)

= ZE(Xn:e*ﬁUi@) P(X; =n) = ZE(Xn:e*ﬁU’) P(X; = n)
— inE(e‘ﬁUl)P(Xt =n)= E(e‘BLZ) > nP(X: = n)

t
E(e PUE(X;) = At %/0 e Pods = %(1 — e ft),



Teorema 4 (Particdo de um processo de Poisson)

Seja (X;) um processo de Poisson de taxa A e Y7, Ya,... iid,
PVi=j)=pj2>21 3 ;s1p=1

Vamos fazer X! = Zi(;l Y, =4}, t>0,j>1 (conv.: Z(,):l - =0);
X{ conta os eventos de X; de tipo j.

Ent3o, (X{), Jj > 1, sdo PP’s indep’s de taxas Apj, resp.

Dem. E suficiente tratar do caso p1+p2=1.

Vamos calcular a distribuicdo conjunta dos incrementos dos dois
processos e mostrar que ela fatora da maneira indicada no enunciado do

teorema.

Para k > 1,sejlam 0=ty < t; < ... < t,, e fixemos ¢;, m; > 0, com
ni = ¥¢; + m, i=1,..., k.
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P(Xé :él,Xt?l :ml;thz—Xé :EQ,XI%—X%:ITIQ;

...;thkfX1

_ 2 2 _
the1 gk’th - ka71 - mk)
= P(th =n, X, = Xy = 12,0, Xy — Xy = Ni;

Z0 =025 =l 2R =),

onde N; = Z,i':1 nj,i>1eZn=3"" 0 1{Y, =1} ~ Bin(n, py).

Os eventos (separados por ",") na Ultima probabilidade sdo
independentes e P(X;, — X;,_, = m;) x P(Zy  ={;) =

—A(ti—ti_p) Pt —ti—1)]" Al ami

n;
e P X Zitm1 P1 P2

— oA (ti—tig) Peu(ti—tio )] —Apa(ti—ti—1) Pp2(ti—ti—1)]™
=€ 7 X e ] .
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Logo, a probabilidade em (4) vale

Hfle —Api(ti—ti— 1)[>\P1(t: t, )k « H,f pa(ti—ti—1) Pp2(ti—ti1)]™

m,-!

O pki=ry,. . KXl =0)xP(X2=my,... X2—X2 =my),

te—1
onde (X!) é um PP(\p;), j = 1,2.
Como a probabilidade em (4) também vale
P{X; =101, ..., Xe =0 X2 =m,.. X2 = X2, =m}),
temos que, para cada j = 1,2, (X!) é (marginalmente) um PP(Ap;),

e a fatoragdo no lado direito de (5) mostra que (X}) e (X2) sdo
independentes. O
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Aplicacao: colecao de figurinhas com probs #s

No problema do colecionador de figurinhas!, suponha que em cada
aquisicdo, independente das demais aquisicGes, a probabilidade de

o colecionador adquirir a figurinha j seja p; >0, pr+---+py = 1;
pj's ndo necessariamente iguais.

Mesma pergunta: qual é o niimero esperado de aquisicoes até o
album ser preenchido?

Vamos supor que o colecionador faz suas aquisicoes nos tempos de
salto de um PP (X;) de taxa 1. Para cada j=1,..., M, vamos
atribuir aos tempos de salto do PP a marca j se a figurinha
adquirida naquele tempo for a j, e seja (X{) o processo de
contagem dos tempos de salto associados a aquisi¢do da fig j,
como no Teo 4. Entdo, pelo Teo 4, (X{),j=1,..., M, sdo PPs
indep, com taxas p;, j = 1,..., M, resp.

fVide final da Aula 2.
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Album de figurinhas (cont.)
Seja V; o tempo em (X{) até o primeiro salto, e facamos
V = maxi<j<m Vj. Entdo, os Vj's sdo v.a.'s independentes e

IEI(V):/OOOIE”(V>t)dt:/ (1-P( max V, < t))dt

1<j<M
= / 1= J] PV <t)dt= / - J] @-eP)dt
0 1<j<M 0 1<j<M
Note agora que V = Z,N:1 T;, onde Ty, T»,... s3o os tempos entre

saltos de (X;) (iid Exp(1)), e N é o niimero de aquisicdes de figurinhas
até o dlbum ser preenchido.

Como N e (X;) sdo indep: E(V) =E(N)E(T1) = E(N), e logo

o0 —1)IAI-1
E(N) = / - [ @-ePpde= e
0 1<j<M 0£AC{L,...,M} 2 jeaPi
onde |A| é a cardinalidade de A.
Obs. Se tomarmos p; = -+ = py = ﬁ podemos recuperar, apds

algumas manipulagcdes da integral ou da soma em (6), o resultado
obtido no final do Album 2.
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